UBER LANGSTE 1-TEILFOLGEN
IN 0-1-FOLGEN )

Helmut Prodinger
1. EINLEITUNG

Das Interesse an der vorliegenden Arbeit ist vorwiegend methodologischer Natur;
an Hand zweier Beispiele (Kapitel 2 und 3) soll eine Vorgangsweise der asympto-
tischen Abzdhltechniken, die von de Bruijn vorgeschlagen [4] und von Flajolet syste-
matisiert worden ist [1], beschrieben werden. Diese Methode, die auf der Mellin-
Transformation beruht, ist bei vielen Problemen der Theoretischen Informatik, der
Kombinatorik, sowie der Analytischen Zahlentheorie anwendbar; es wird die Hoffnung
ausgesprochen, daB die vorliegende Arbeit dazu beitrdgt, diese Techniken weiter zu
popularisieren. Um dieses Ziel zu erreichen, werden diverse 1dstige Details fort-
gelassen, um die generelle Vorgangsweise iiberschaubarer zu machen. Diese sind in
der Diplomarbeit von Ulrich Schmidt (Abzdhlmethoden der Theoretischen Informatik)
ausgearbeitet worden.

Es werden Folgen aus O und 1 betrachtet (Kapitel 2; es gibt 2N Folgen der Ldnge
n), sowie Folgen, wo die Anzahlen von 0 und 1 gleich sind (Kapitel 3; es gibt (22)
derartige Folgen der Linge 2n).

Studiert werden in beiden Fdllen die d-ldngste maximale 1-Folge, d.h. man denkt
sich die Ldngen der maximalen 1-Folgen in absteigender Reihenfolge aufgeschrieben
(mit Wiederholungen) und betrachtet das d-te Element.

Beispiel: 0011101011100011011110 hat maximale 1-Folgen der Ldngen 3,1,3,2,4;
also in geordneter Reihenfolge 4,3,3,2,1, sodaB etwa die drittldngste 1-Folge die
Ldange 3 hat.

Es werden hier in ausgiebiger Weise (gewShnliche) erzeugende Funktionen ver-

wendet. Sei etwa A eine Familie von Objekten, denen man eine "GroBe" | | zuordnen
kann; dann sei die zugehfrige erzeugende Funktion

A(z) = lol
; OéAZ

In unserem Fall wird man als GroBe wohl die Ldnge wdhlen.
[z"] f(z) bezeichne den Koeffizienten von z" in f(z).

*) {ber diese Resultate ist beim Osterreichischen Mathematiker-KongreB in Graz
vorgetragen worden.
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2. 0-1-FOLGEN OHNE EINSCHRANKUNGEN

Sei 1K die Menge aller Folgen e1,11,...,1K"1

, woe die leere Folge bedeutet.
Weiters sei A, die Familie der Folgen, deren ldngste 1-Folge eine Ldnge <k hat.

Man erhdlt sofort

A = 1%¢01°K)", (1)

wo * der Kleene'sche *-Operator ist (M* = UO Mi).
2

Die entsprechende erzeugende Funktion A, (z) ist dann

k k\ -1 k

1-z 1-z 1-z
A(z) = 2= ( - 75— = (2)
k 1-z En2 ) 1-2z+zKt1

Die entsprechende wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion ist dann Ak(%)'

Der Erwartungswert der ldngsten 1-Folge, wo alle 0-1-Folgen als gleich wahr-
scheinlich angesehen werden, ist dann (partielle Summation!)

k

1 - (2)

o [Zn] 2
kz1 1-z+(_§_)

T (3)

Die asymptotische Entwicklung von (3) ist bereits Knuth [5] gelungen; wir werden
im weiteren seine Herleitung skizzieren.

Nun sei Aid> die Familie der Folgen, wo genau d 1-Folgen L&@nge z k haben. Natiir-

lich gilt AQzO) = Ag. Sei dz1; man findet dann

Ak< (ol (AkO"'E)lzk{OAkO'i'O)lzk- i .]_;k(OAk“I’E) 4 (4)

2k

wo d-mal 1=" vorkommt (1gk = {lk,1k+1,...}).

Die entsprechende erzeugende Funktion A§d>(z) ist daher

1 2 k\d d-1
-Z WES 2 1-z
1-27+zK*1 1-z 1-22+zIE+I

Skd+d-1(7_5)
(1-2zeekR)oH
Die mittlere Ldnge der (d+1)-ldngsten Folge (d20) ist dann

ASd>(2)

fiir dz1. (5)

Z Prob {die (d+1)-l1dngste Folge ist 2k }

= kzl 1 - Prob {die (d+1)-ldngste Folge ist <k}
>

= kZ 1 - Prob {alle 1-Folgen haben Ldnge <k}
2l
- Prob {genau eine 1-Folge hat Ldnge zk}

(6)
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- Prob {genau d 1-Folgen haben Ldnge 2k}
=0 §ood wriaM ) < BMIARYE < Lo NP
kzl

Knuth's Beobachtung war nun, daB 1—z+(%)k+1 (aus dem Nenner von Ak(%)) eine

dominante einfache Nullstelle P = 1 +ep hat; 'mit

pp= 14 g =14 7%l apliety, (7)

Durch etwas ldstige, aber nicht schwierige Abschdtzungen ergibt sich, daB man
innerhalb der angestrebten Rechengenauigkeit Ak(%) durch

Pkyk
p
) DKz - g
bzw. sogar durch
I
st (8)
1- Z/Dk
ersetzen darf; den Koeffizienten von z" in Ak(%) kann man dann durch
n 1 L
[z7] T-2/py Ok : (9)
ersetzen, oder gemdB (7) durch
-n
(R gy
bzw. sogar durch
k+1
e~N/27 7 (10)
Knuth's Aufgabe war daher,
k
I 1-eM/2 (11)

k22
asymptotisch auszuwerten; summiert man bereits ab k=0, so muB man vom Endergebnis
2 + exponentiell kleine Bestandteile abziehen.

Nun wollen wir eine entsprechende Betrachtung anstellen, um

(2% gt ‘ (12)
kzl
fiir festes t21 asymptotisch zu bestimmen (vgl. (6)). Die Nullstellen im Nenner

von
kt+t-1

(1-2) (%)

A§t>(%) = Z

(9% g

sind ja wie bei Knuth; nur die Vielfachheit ist eine andere. Wir ersetzen daher

|
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Kit>(%) durch

o o £
o _%) (_g)kt+t 1 1
P
S e bl L
bzw. durch
1 1 : (13)

2kt+t (1 = Z/Dk)t+1

[z"] A§t>(%) ersetzen wir durch den Koeffizienten von z" in (13), also in
weiterer Folge durch
1 nt -n

JktFt o Pk
und durch
t k+1
n -n/2
SRy . 14
Unsere Aufgabe ist es also,
k
Z .....]_'_. e—n/2 (15)

asymptotisch auszuwerten; man kann bei k=0 zu summieren beginnen.

Die Methode, um (11) und auch (15) zu behandeln, ist die Mellin-Transformation,
fiir die wir auf die Ubersichtsarbeit von Flajolet, Régnier und Sedgewick [1] ver-
weisen. Sei ;

flzy = ¢ 1= e-x/2¥, (16)

die Mellin-Transformierte f*(s) ist dann

[=o]

*(s) = fo xS=1 £(x) dx

L oS pley = o L. I'(s) (17)
k=0 1-28

Dies gilt fir -1 < Re(s) < 0 ("fundamentaler Streifen"). Die Umkehrformel fir die
Mellin-Transformation Tiefert dann

_%_+1m
o R = 18
f(x) 51 J/. fis) x™° ds. (18)
o
5 1

Man verschiebt die Integrationsgerade nach rechts, wobei man die Fesiduen in Be-
tracht zieht:

f(x) v - ¥ Res(f*(s)x75); (19)
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die Summe wird dabei erstreckt iiber alle Pole mit Realteil 20. Man hat einfache
Pole an den Stellen

= 2kwi
X = I, ke Z, k=0, (20)

sowie einen doppelten Pol bei s=0. Die Bestimmung der Residuen ist sehr einfach, |

sodaB man erhdlt: i

1
f(x) ~ logy x + TEéLE + 5

1 2k i -2kmi/log 2

Ublicherweise fiihrt man ein:

i ) 2kmiy -2kmi.u
P(u) Tog 2 k=0 F(10g 2) i

und hat dann

1
f(x) v Togy x + T3§_§ $o s P(Togy x). (22)
Nun folgt die entsprechende Diskussion fiir
k
fhe 3k M (23)
k20 2kt

Die Mellin-Transformierte f*(s) ist dann

b o TR " 1 '
f*(s) = éo s 2Ks 1r(s) = il r(s). (24) .

Der fundamentale Streifen ist 0 < Re(s) < t. Man hat also wieder

]

f(x) = L. f f*(s) x~S ds, (25)

und durch Verschiebung des Integrationsweges nach rechts:

-S :
f(X) L z RES('F*(Sk)X k; sk= t & 2k mi )

1 + 2kmi -t-2kri/log 2
i 109 Z kéz r(t Tog 2) & ; (26)

Unter Verwendung von (6), (14), (22) und (26) kiénnen wir daher folgenden Satz aus-
sprechen, der einen Satz von Knuth [5] als Spezialfall enthdlt:

SATZ 1: Seien alle 0-1-Folgen der Linge n ale gleich wahrscheinlich angenommen.
Fiir den Erwartungswert E§d> der (d+1)-ldngsten 1-Folge erhdlt man als asympto-

tieches Aquivalent
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E;d> n, 1092" + ¥ = % e —

- [P(]ogzn) + P<1:T1og2n) Bt P<d>(1092n)] 2

die periodischen Funktionen F*t”(u) mit Periode 1 (und kleiner Amplitude) haben

die folgende Fourierentwicklung:

i B

J.___ z F(t 4 2kTT.|. ) e'ZkTTi.u
tog 2 Tl k=0

lTog 2
wobei P(u) als PO~ (u) aufzufassen ist; Hy ist die d-te harmonische Zahl

AR R Ty
d 2

o

die von den jeweiligen Summanden fiir k=0 herriihrt. Fir d=0 muB man (wie iblich)

die leeren Summen als O auffassen. O

< 0-1—FOLGEN-MIT EINSCHRANKUNGEN

Es sollen hier alle 0-1-Folgen der Lange 2n mit jeweils n Nullen bzw. Einsen
betrachtet werden. Die Notation ist dhnlich wie im Kapitel 2, allerdings ver-
wenden wir B statt A.

Wir betrachten wieder die Zerlegung (1):
1°k(or* ky*, (27)

Wir markieren 1 durch z, sowie 0 durch w, sodaB man aus (27) zu (28) gelangt:

F(z,w) = 1 - ¥ y (28)

l-z-w+ wzk

Die erzeugende Funktion B, der Folgen mit maximalen 1-Folgen der Ldnge k ist dann
die "Diagonale”:

By (z) = 2 (2% Flzaw). (29)

Man bekommt diese Diagonale durch Kontur-Integration. Wir verweisen hiezu bei-
spielsweise auf Greene, Knuth [7 ], Hautus, Klarner [3], sowie Post [6]:

By (2) § F(t,2) &L

K
1=% - dt. (30)
t-t2 -z 4+ zt

Wir betrachten den Nenner des Integranden. Die Gleichung

|
a3

o(t,z) =t -t2 -z+ztk =0 (31)
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hat Ldsungen

R SRR N
Das simultane System
¢z,t) = 0
3 (z,t) = 0
gibt uns die singuldre Stelle (p, T ):
g, ) s g * ka = 0

LG kak_l = 0
oder

K
1- 27+ kT o
1-1

"Bootstrapping" ergibt

M =

1
bzw. N
ZW T 5

Weiters gewinnt man

o 2ti=1) 1 1
o ==+t 1 (1+-3).
jagh "R ok

(32)

(33):

(34)

(35)

(36)

(37)

Die Ldsungen tl’ t2 haben (geeignete Numerierung vorausgesetzt!) bei z =p eine

algebraische Singularitdt; die lbrigen sind bei z = p reguldr. Eine dhnliche
Situation tritt bei einem anderen Problem auf (Flajolet, Prodinger

(T M

tl,z(z) el B AL B,

Z
o
Entwickelt man

Z(t) = —'E

in eine Taylorreihe um t = T, erhdlt man nach

- TR T (t-'r)z,
oder

A SRl -T-/p—vl——g--

Demnach ist

und B = vﬁ; "

Das Integral (30) ist nach dem Residuenkalkiil

NO| b

einiger Rechnung

N =

[2]1). Man hat

(38)

(39)

O AR B

P e RS e

B = e T e e e =
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R = &
es
b=t (2) 5(%,z
1 - (t,(z)" (40)
TP N AN NN
t_,tl(z) t - tl(z)

Von der Funktion (40) wollen wir nur den ersten Term der lokalen Entwicklung um
z = p. Der Limes in (40) ist

Tim z(t-tz(z)) PR (t-tk(z)). (41)
t*tl(z)
Nun ist
tl(z) i tz(z) noo- Y1-zfp 5

der restliche Faktor ist

lim z(t-t3(z)) S (t—tk{z))

t+t,(2)
2 k
- '].|m t o t = Z + Zt
t""tl(Z) (t"tl(Z))(t-tz(Z))
2 k
= lim bzt -o ot
ey (t - 1)

hier wurden (38) und (39) verwendet. Nun wird de 1'Hospitals Regel zweimal be-
niitzt:

k-1
£ i L =2t * kot
1 8t - 1)
k-2
R R 8
o 2
= b 4 (;)ka-Z e R (42)
Demnach kdnnen wir (40) durch
1 -Tk
¥ i=2f B
bzw. durch
S (43)
v 1-z/p
ersetzen. Der Koeffizient von z" in (43) ist
i 1 p—n
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-n
oY 1 g" (1 + —i)
YT N 2
_n/ok
ymn
Demnach hat man filir den Erwartungswert der ldngsten 1-Folge:
S T L Al N
kz1
k
5 L gTVE
kzl

diese GroBe ist bereits behandelt worden.

Wir haben somit

SATZ 2: Seien alle O-1-Folgen mit n Nullen und n Einsen als gleich wahrschein-
lich angesehen. Der Erwartungswert der lingsten I-Folge hat als asymptotisches

Aquivalent

1
lTog,n + ¥ - P(]ogzn)

I
log 2

mit der periodischen Funktion aus Satz 1.

Bemerkung: Wiirde man der Zahl n nicht die Folgen der Léﬁge 2n, sondern die
der Linge n zuordnen, hdatte man in der asymptotischen Formel 1 abzuziehen, sodaB
dann die Ubereinstimmung von den Ergebnissen in den Kapiteln 2 und 3 (in den
ersten beiden Termen der asymptotischen Entwicklung) gegeben ist.
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